EXERCICES SUR LES INTEGRALES 
GENERALISEES 


1. Calculer les inégrales généralisées suivantes. 


a) 


dx 


(1 + e æ )(l + e~ x ) 


b) 


dx 


x 


c ) J ln x dx 

o 


OO 

i) J ^ dx 


f arctanx 

3) I ~TTx rdx 


lnx 


(1 + x)‘- 


■ dx 


OO 

h) J 


dx 

x(x + r) 


OO 

/) J x n e~ x dx ( n G N) 


(a > 0, r > 0) i ) 


o 

7r/2 

./ 

o 


cos 2x 
V sin 2x 


dx 


2. Soit a > 1. Calculer 


dx 


x 2 — 1 


3. Montrer que les intégrales suivantes convergent. 


OO 


t/2 


OO 


a) J -^= e n/ x2+x+l dx , b) J ln(l+sinx) dx , c) j e 1 dt 

0 — 7t/2 0 


OO 

• d) / 


1 + sin t 

1 + yc 




4. Déterminer pour quelles valeurs du couple (a, /?) G M 2 les intégrales suivantes sont conver- 
gentes. (On dessinera dans le plan l’ensemble des couples (a, /3 ) pour lesquels il y a convergence). 


OO 

/ 


dx _ b) j-Hi +xn dx _ c) /■ o +y-«° Æ 


X Q (1 + X/ 3 ) 


X' 




5. Etudier pour quelles valeurs de n G N l’intégrale 

OO 

i 

converge et calculer /(n) dans ce cas. 
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6. Soit 


it/<A) = /ü 


dx 


+ x 2 )(l + x x ) 


. Montrer que /(À) converge pour tout réel À et calculer cette 


intégrale en utilisant le changement de variable t = 1/x. 


7. Soit I = 


e t — e 2t 


dt. 


a) Montrer que I est convergente. 

b) Pour £ > 0, établir, en posant x = 2 1, la relation 


oo 2e 

e _t — e~ 2t f e _t 

dt.= dt . 

t . t, 


OO 

1 


c) En déduire le calcul de I. 


d) En déduire le calcul de 


x — 1 
lu x 


dx (Poser x = e *) 


7t/2 

8. Soit I = J lnsinxdx. 

o 

a) Montrer que I est convergente. 

7t/2 

b) Montrer que / = J lncosxdx. 

0 

-k/2 

/ sin 2 3? 

In — — — dx. 

o 

d) En déduire la valeur de I. 


9. Soit I = 


dx 


(1 + x 2 )y/x 


a) Montrer que I est convergente. 


OO 

b) Calculer J = j 


dt 


1 +t 4 ‘ 


o 


c) En déduire I. 
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oo 


10 . a) Etudier pour quelles valeurs de n € N 1 intégrale J n = — ^ converge. 

J (x ô + l) n 

o 

b) Calculer J\. 


c) Montrer que si n > 2, on a 


et en déduire si n > 1. 


Jn+l = “ Jn , 

ôn 


11. Montrer que l’intégrale J tan xdx diverge, 

0 

a) par un calcul de primitive ; b) par le critère de Riemann. 


12. Montrer que les intégrales suivantes sont semi-convergentes. 


OO OO oo oo 

î) J _ dx b) J cos (x 2 ) dx (poser u = x 2 ) c ) J x 2 sin (x 4 ) dx d) J 


13. Soit / une foncüon de R dans R continue et périodique dont l’mtégrale J f(x) dx est conver- 

o 

gente. Montrer que / est la fonction nulle. (Raisonner par l’absurde : supposer que /(c) 7^ 0 pour 
un certain réel c, et montrer que le critère de Cauchy est alors contredit). 


14. Soit / une fonction uniformément continue de [ a, 00 [ dans R, telle que l’intégrale J f(x)dx 

a 

converge. Montrer que lim f(x) = 0 (montrer que sinon le critère de Cauchy serait contredit). 

X — ^OO 

15. Soit / une fonction de classe C 1 de R dans R telle que, quand x tend vers ±00, on ait 


f\x) = O 


a) Démontrer que les limites L et t de / en +00 et —00 respectivement existent. 


b) On suppose en outre que, pour tout x réel, on a 




x 1 + 1 


Montrer que \L — ft\ < ir. 
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16. Soit / une fonction décroissante de [a, oo [ dans M + . 

OO 

a) Montrer que si l’intégrale f f(t ) dt converge, alors lim xf(x ) = 0. 


x — yoo 
2x 


(Remarquer que l’on a, si x > a, l’inégalité : xf( 2x) < / f(t) dt). 


b) Montrer par un contre-exemple que la réciproque est fausse. 
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17. Construire une fonction / continue positive non bornée de [0, +oo [ dans R telle que l’in- 
+00 

tégrale f xf(x) dx soit convergente. 


18. Déterminer la limite des suites (a n ) définies ci-dessous. 


OO 1 

f arctan(nx) f dx 

a) a " = J n(l+^) dX ' b) ““y TTx" ’ c) 

o o 


°0 OO /IIS 

f dx f arctanf^^-x) 

/ , d) a n = dx . 

j 1 + f 1 ’ ' J 1 + x 2 

1 0 


19. Soit a > 0. On définit sur [a, +oo [ les fonctions f et g par 


sin x sin x sm x 

f( x ) = —j= H et 9{x) = - r - 

sjx X Jx 


a) Montrer que / ~ g au voisinage de +oo. 


b) Etudier la nature des intégrales / /(x) dx et / g{x) dx. 


20. Soit / définie sur R \ { — 1} par 


Montrer les propriétés suivantes. 


m = 


x ln |x + 1| 
x 2 + 1 


a) La fonction / est intégrable au voisinage de —1. 


OO U 

b) Les intégrales J f(x)dx et J f(x)dx sont divergentes. 

0 — oo 

A 

c) La limite de l’intégrale J f(x)dx, lorsque A tend vers +oo existe et est finie. (Etudier la 


convergence de l’intégrale / |/(x) + /(— x)| dx). 
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Corrigé 

1. a) On a 

1 _ e x 

(1 + e x )(l + e~ x ) ~ (l + e x ) 2 ' 

Cette expression est de la forme vf /( 1 + u) 2 et admet comme primitive —1/(1 + u), donc 


f dx 

1 

J (1 + e x ){l + e~ x ) ~ 

1 + e x _ 


= - - lim — = - 

2 æ->oo 1 + e x 2 


b) Une primitive de e v^/y/x est —2e donc 


oo 

/ 

0 


dx = 


X 


- 2e-^l = 2 (lim e - ^ - lim e~^) = 2 . 

. 0 æ— >-0 x — >oo 


c) Une primitive de lnx est x ln x — x, donc 
1 


ln x dx = 


x ln x — x =— 1— lim (x ln x — x) = — 1 . 
Jo x-+o v ' 


car la limite de x ln x est nulle en 0. 

d) En intégrant par parties 


donc 


e) En intégrant par parties 


ln x ^ ^ x _j_ f dx ln x 1 

x 2 x ./ x 2 x x ’ 


lnx 1 


f lnx , 

lnx 

1 

OO 

v / 

/ — y dx = 




= lim 1 

J x 2 

x 

x 

1 

x — ^oo \ 


ln x ln x 

dx = — b 


dx 


(1 + x) 2 1 + x J x(l + x) ’ 

Mais en décomposant la fraction rationnelle 

1 1 1 


x(l + x) X 1 + X ’ 


on obtient 


Alors 


lnx , lnx , ,, . x ln x . 

dx = — - — ; t- lnx — m(l + x) = - — ; m(l + x) . 


(1 + x) 2 


1 + X 


1 + X 


lnx 

(1 + x)‘- 


dx = 


xlnx 
1 + x 


— ln(l + x) 


= -ln2-lim('^-ln(l + x)]=-ln2 
X^-0 V 1 + X 
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oo 

f) Posons I n = j x n e~ x dx. Puisque les fonctions intégrées sont positives, la fonction F n définie 


par 


F n (a) = J x n e~ x dx , 

o 

est croissante et possède une limite finie ou non à +oo. 

En intégrant par parties, si n > 1. 


/ 


Mais 

Il en résulte que 

et donc 
On a 


x n e~ x dx = -x n e~ x + / nx n - x e~ x dx . 


lim x n e x = 0 . 
£—>■+00 


a 


lim / x n e x dx = n lim / x n l e x dx , 


In — Tll n — 1 • 


oc 

/ 


lo = / e x dx = 1 , 


donc l’intégrale I n converge et 

I n = n(n — 1) • • • 1 • Iq = n\ . 
g) Comme arctan x a pour dérivée 1/(1 + x 2 ), on a 


arctan x 
1 + x 2 


1 


dx = - (arctan xf , 


et 


OO 

/ 


arctan x 


dx = 


1 


(arctan x) 


Jo 


1 + x 2 

h) La fraction rationnelle se décompose facilement, puisque 

1 1/1 1 


= Jirn ^(arctan x) 2 = ^ 


x(x + r) r \x x + rj 


et admet sur [a, oo [ la primitive — ln — — — , donc 

r x + r 


dr 


x(x + r ) 


1 , x 
in ■ 


r x + r 


1 /„î±r + , im , n . 1 


a x^-oo x + r 


1 . a + r 

= - m 


7 



i) Une primitive de cos 2x/V sin 2x est V sin 2x, donc 


7r/2 


cos 2x 
V sin 2x 


dx = 


I—, 1 ’T/ 2 

V sin 2x = lim v sin 2x — lim v sin 2x = 0 . 

- 0 x —> n /2 x ^>-0 


2. On décompose la fraction rationnelle 

1 1/1 


x 2 — 1 2 \ x — 1 x + 1 


1 x — 1 

Pour x > a > 1, cette fonction admet comme primitive — ln Alors 

“ 2 x + 1 


dx 


x 


2 - 1 


1 , x — 1 

- ln 

2 x+1 


= lim — ln 


1, x — 1 1, a — 1 1, a + 1 


ln = — ln ■ 


^ — >-oo 2 1 1 2 a+1 2 a — 1 


3. a) Au voisinage de 0 on a 


e ~ Vx 2 + x+i ^ £ 

X \fx 


1 1 

donc r intégrale / __ e -v' x ' 1 -x+ 1 ( j x conver ge par comparaison à / . . 

J y/x J x 1 / 2 

o o 


l_ e -Vx 2 +x+i < e - x , 
X 


Lorsque x > 1, 


et l'intégrale j * converge par eorrrpararson à /.-*■ 

1 1 
b) Cherchons un équivalent de ln(l + sin x) dx au voisinage de — 7r/2. Posons u = x + tï/2. Alors 




ln(l + sinx) = ln(l — cosn) = ln I 1- o (u 2 ) ) = 21nu ( 1 + 

2 / V 2 mu 


ln(l/2 + o(l)) 


2 ln u. 


1 TT/ 2 

Mais l’intégrale J ln u du converge (Voir ex le) et ln u est négative. Donc l’intégrale J ln(l 


+ sin x 


converge. 

c) On peut donner deux arguments montrant la convergence de l’intégrale. 


— 7r/2 


(i) Lorsque t > 1, onar > donc e 1 < e , et l’intégrale e 1 dt converge par comparaison 


à l’intégrale / e l dt. 


/■ 



(ii) Lorsque t tend vers l’infini, t 2 e * 2 admet 0 comme limite, donc est majoré par 1 sur 

OO 

un intervalle [a, oo [ . Alors e~ l ~ < 1 /t 2 , et l’intégrale J e -< dt converge par comparaison à 


l'intégrale / ^ 
d) On a, si t > 0, 


1+sint 2 

“ i + Vfi - fir- 


... , f 1 + sint . f dt 

et 1 intégrale / — dt converge par comparaison a 1 intégrale / — — - . 

7 l + VÏ 1 7 i 3/2 

4. a) Cherchons un équivalent simple en 0 et en +oo de la fonction / définie sur ] 0, oo [ par 

1 


/(*) = 


x a (l + x@) 

Le résultat dépend du signe de (5. On peut résumer ce que l’on obtient dans le tableau suivant : 



L'ensemble des couples (a,« pour lesquels Fmtégrale J /(*) du converge est le domaine du plan 

0 

limité par les droites d’équation a + /3=leta=l (exclues). On ne peut jamais avoir /3 = 0. 


9 





~ f(x) en 0 

~ f(x) en oo 

condition de 
convergence de 

/ f{x)dx 
0 

condition de 
convergence de 

00 

/ / (x) dx 

1 

a > 0 

1 

xP~ a 

ln x 

OL -g- 

xp 

P — a < 1 

P > 1 

a = 0 

ln 2 

x& 

ln 2 

x@ 

/S < 1 

P > 1 


a < 0 


P < 1 


P — a > 1 





c) Posons 


m = 


(i +t) a ~t c 


Si a = 0 la fonction / est nulle et l’intégrale converge. 


Si a 7^ 0 et si t tend vers l’infini, on écrit 

(1 +t) a -t a =t a (( X + j) - 1 ) p 
et en faisant un développement limité en 0 par rapport à 1/t, on obtient 
(1 + t) a - t a = t a (l + 



donc 

m - ’ 

OO 

et l’intégrale J f(t) dt converge si et seulement si f3 — a > 0. 
1 

En 0, le résultat dépend du signe de a. 
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Si a < 0 


t~ a (l + t) a ) ~ - t a , 


(1 + t) a -t Q = -t a (1 - 
car 1 — t~ a ( 1 + t) a tend vers 1. On en déduit 




1 

tP~ a ’ 


1 


et l’intégrale J f(t ) dt converge si et seulement si /? — a < 1. 
o 

Si a > 0, la quantité (1 + t) Q — tend vers 1 en 0, donc 

m-#, 

i 

et l’intégrale //(*)* converge sr et seulement « 0 < 1. 

0 

On a donc le tableau suivant : 



~ f(t) en 0 

~ f{t ) en oo 

condition de 
convergence de 

f fit) dt 
0 

condition de 
convergence de 

00 

f f(t) dt 

1 

a > 0 

1 

¥ 

a 

tfi—a+l 

13 < 1 

(3 — a > 0 

a < 0 

î 

a 

(3 — a < 1 

(3 — a > 0 

tp-a 

j-P—a+l 


Les couples (a, /3 ) répondant à la question sont les points du domaine limité par les droites 
d’équation f3 = 1, (3 = aet/3 = a + l (bords exclus), auxquels on peut ajouter la droite d’équa- 
tion a = 0. 
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En posant t = 1/æ, onai= 1/t donc dx = —dt/t 2 , et l’on obtient 


/(À) = 


t x dt 

(t 2 + l)(t x + l) ' 


Alors, puisque toutes les intégrales convergent, on peut additionner les deux expressions de /(A), 
et l’on trouve 


2/(A) = 


dt 


+ 


t x dt 


dt 


J (t 2 + l)(t x + 1) J {t 2 + l)(t x + 1) J t 2 + 1 
0 0 0 


arctan t 


oo TT 

Jo “ 2 


7. En effectuant un développement limité en 0, on a 

e~ l — e~ 2t = 1 — t — (1 — 2t) + o (t) = t + o (t) , 

donc 

-t _ -2 1 

lim : = 1 , 


t — >0 t 


1 


I e -t _ g- 2 1 

et la fonction se prolonge par continuité en 0. Il en résulte que l’intégrale / dt 

o 

converge. 


Posons 


Si t > 1, on a 


oo oo 

r e -t r e ~ 2t 

I\ = / — — dt et I' 2 = —j— dt . 

’i 1 


„-t 


0 < — < e -4 et 0 < < e 


p-2 1 

e - -2 1 


et puisque les intégrales J e f dt et J e 1 dt convergent, les intégrales I\ et I 2 convergent éga- 

1 1 

lement, donc I\ — I 2 converge. 

OO 

f 

b) Transformons / dt par le changement de variable x = 2 1. On obtient 


oo oo 

f e~ 2t f e~ x 

/ dt= dx , 

J t J x 

e 2e 


d’où 


oo oo 2e 

jÇ it .fÇ dt = fÇ it . 

e 2e e 
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c) On cherche la limite lorsque e tend vers 0 du membre de droite. En utilisant la première 
formule de la moyenne, il existe c £ dans [e, 2e] tel que 

jtldt = e ~ Cs S T = e_CE ln 2 ’ 

£ £ 


Comme c £ tend vers zéro d’après le théorème d’encadrement, il en résulte que I = ln2. 

d) Le changement de variable x = e~ l donne immédiatement 

1 


/ 


— — - dx = I = ln 2 . 

lnx 


8. a) la fonction qui à x associe ln sin x est continue sur ] 0, 7 t/ 2] . On a au voisinage de 0 

lnsinx = ln(x + o(x)) = lnx + ln(l + o(l)) , 

donc 


ln sin x = ln x ( 1 + 


ln(l + o(l)) 
ln x 

Mais 1 H ^ ^ ^ tend vers 1 lorsque x tend vers 0, et donc 


lnx 


ln sin x ~ ln x . 


L’intégrale J ln xdx converge (ex 1 c) et, puisque lnx est de signe constant au voisinage de 0, 
° 

l’intégrale I converge. 

b) Puisque cos(7r/2 — x) = sinx, le changement de variable t = 7r/2 — x donne immédiatement 

7r/2 

I = f ln cos t dt . 


o 


c) Alors, puisque 


on obtient 


d) Ceci peut s’écrire 


ln sin x + ln cos x = ln(sin x cos x) = ln 


2!= LnSïïLï*. 
0 


sin 2x 

2 ’ 


t/2 


t/2 


t/2 


21 = / ln sin 2 xdx — / ln 2 dx = / ln sin 2x dx — 


tt ln 2 
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Effectuons le changement de variable u = 2x dans l’intégrale du membre de droite. On trouve 


7r/2 

J lnsin2 xdx 
o 


7 r 

J ln sin u du . 

o 


Puisque sin(7r — v) = sinu, le changement de variable v = ir — u donne 


7 T 

/ ln sin u du 

ir/2 


7t/2 

J ln sin v dv , 

o 


donc 


Finalement 


et donc 


7 T 

j ln sin u du 
o 


7r/2 

j ln sin udu = I . 

o 


21 


7rln2 

2 


7T ln 2 
2 


9. a) Pour x > 0, posons 

/(*) = n , 7= • 

(1 + X Z )y/X 

On a au voisinage de l’infini, 

~ ^2 ’ 

00 

e,. puisque 5/2 > 1, Fiu.égrale //(*)«b converge. Au voisinage de 0, on a cette fois 

1 

~ ^2 ’ 

1 

e*’ P " iSqUe 1/2 < *' rintégrale I f(X)dX C ° nïerge égaWnt L ’ intégIale 7 C ° nVerge d ° nC ' 

0 

b) Pour décomposer la fraction en éléments simples on écrit tout d’abord 

t 4 + 1 = t 4 + 2t 2 + 1 - 2f 2 = ( t 2 + l) 2 - (V2 1) 2 = (t 2 + V2t + l)(t 2 -y/2t + l). 


Alors 

1 ai + 6 et + d 

t 4 + 1 _ i 2 + \/2 i + 1 i 2 — \/2 i + 1 
Mais comme la fonction est paire, on obtient, en changeant t en —t 

1 —at + b —et + d 

t 4 + 1 t 2 — \f2 1 + 1 t 2 + \[2 1 + 1 
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et par unicité de la décomposition a = — c et b = d. Donc 

1 at + b —at + b 

+ 


t 4 + 1 t 2 + y/2 t + 1 t. 2 — y/2 t + 1 

En donnant à t la valeur 0, on obtient 

b= 

2 

D’autre part, si l’on réduit au même dénominateur, le coefficient de t 2 vaut —2ay/2 + 2b. Comme 
il est nul, on en déduit que 


1 


a = 


On écrit alors 

at + b 


1 


2t + 2y/2 


2y/2 


1 


2t + y/2 


+ 


1 


1 


t 2 + y/2t+l 4^2 \t 2 + y/2t+l) Ay/2 \t 2 + y/2t + l) At 2 + y/2t + l 

et cette fonction admet comme primitive 

1 a/2 

— y= ln(t 2 + y/2 1 + 1) H — — arctan(v / 2 1 + 1) . 


(On rappelle qu’une primitive de 


1 


où A = b 2 — 4ac < 0 et a / 0 est 


at 2 + bt + c 

On obtient de même pour la primitive de l’autre morceau 

1 \/2 
-^= ln(f 2 — V2t + 1) — arctan(— y/2t + 1) . 


\/^Â 


arctan 


2 at + b 


Alors, une primitive de 


1 


t 4 + l 


est, 


— j= ln ^ ^ + ^-(arctan(-\/2 1 + 1) + arctan(\/2 1 — 1) . 

TTy/2 

Cette fonction est nulle en 0 et admet comme limite — - — à +oo donc 


dx ny/2 


1 + t 4 


dx 

c) En effectuant le changement de variable t = y/x dans I, on a dt = - — — et l’on trouve 

2 yj x 


I = 2 J = 


7 T 


V2 


10. a) On a, à l’infini, 


1 1 

(. x 3 + l) n ~ x 3™ ’ 


17 



oo 


r 

et l’intégrale / — — — converge si et seulement si 3n > 1, soit n > 1. 

J (• x 6 + l) n 

0 

b) En utilisant la factorisation 

x 3 + 1 = (x + l)(x 2 — X + 1 ) , 

la fraction rationnelle se décompose sous la forme 

x 3 + 1 

1 1 a bx + c 

x 3 + 1 (x + l)(x 2 — x + 1) x + 1 x 2 — x + 1 

On peut obtenir les coefficients de la manière suivante : 

en multipliant par x + 1 et en faisant tendre x vers —1, on obtient a = 1/3 ; 

en remplaçant x par 0, on trouve 1 = a + c d’où c = 1 — a = 2/3] 

en multipliant par x et en faisant tendre x vers +oo, on trouve 0 = a + b, d’où b = —1/3. 


Finalement 


ce qui s’écrit encore 


1 1 -x + 2 

+ 


x 3 + 1 3(x + 1) 3 x 2 — x + 1 ’ 


1 


1 


1 2x - 1 1 

+ 77 


1 


x 3 + 1 3(x + 1) 6 x 2 — x + 1 2 x 2 — x + 1 

Pour x > 0, on obtient alors comme primitive, 


dx 1 1 o 1 2 x — 1 1 x + 1 1 2x — 1 

—5 = - m x+1 m(x — x+lH — = arctan =— = - ln , H — = arctan 

x 3 + 1 3 ' 7 6 V V3 3 Vx 2 - x + 1 >/3 y/Z 


Alors 


dx 


1, x + 1 1 2x — 1 

— ln . H — arctan 


x 3 + 1 [3 Vx 2 — x + 1 y/S 


V3 J 


.1, x + 1 1 2x — 1 \ 1 1 

= lim - ln , H — arctan H — arctan —= . 

,3 y/x 2 - x + 1 y/3 Vî J Vz Vz 


Mais 


i x + 1 ! 1 + x 

ln = ln ■ x 


Vx 2 — x + 1 


, 1 1 
1 b — 

X x z 


2x — 1 

et cette expression a pour limite 0 à +oo. Par ailleurs arctan j=— admet pour limite tt/2 en 


+oo, et 


Vz 


1 TT 

arctan —= = — , 

VZ 6 
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d’où 


f dx 1 7 r 1 7T 27 t\/3 

J x 3 + 1 = 7 ^ 2 + 7 l 6 = 9 

o 

c) Si n > 1, l’intégrale J n est convergente, et on peut intégrer par parties. On trouve 


J 7 7 . 


+ 


3 nx 3 


L(x 3 + l) n J 0 J (x 3 + l ) n+1 

o 


dx = 


3 nx 3 


(x 3 + l ) n+1 


dx . 


Mais 


OC 

/ 


dx = 


x 3 + 1 


■ dx — 


(x 3 + l ) n + 1 J (x 3 + l ) n + 1 J ( æ 3 + l)n+r 
0 0 0 


dx — ,J n Jn + 1 j 


donc 

d’où l’on déduit 
Alors 


Jn — 3n( J n J n - 1-1 ) ; 


J n+1 = ^l Jn 

ôn 


3n — 4 3n — 7 2 3n — 4 3n — 7 2 27r\/3 

n “ 3n — 3 3n — 6 ' " 3 Jl “ 3n - 3 3n - 6 ' " 3 9 


sm x 

ii. a) On écrit tanx = et comme — sin x est la dérivée de cosx, on a immédiatement, 

cos x 

pour x G [0, 7t/2 [ 

[ tan x dx = — ln cos x . 


t/2 


Mais lorsque x tend vers 7r/2, cosx tend vers 0, et — lncosx vers +oo. L’intégrale J tan xdx 

o 

est donc divergente. 


b) La fonction tangente possède une discontinuité en tt/2. On se ramène en 0 en posant u = 7t/2 — x. 
Alors 

fl T \ 1 

tan x = tan u = . 

V 2 / tan u 

Mais au voisinage de 0, tan u ~ u, donc 


tan x ~ — . 

u 


du 


7t/2 


Comme l’intégrale / — diverge, il en résulte que l’intégrale / tan xdx diverge également. 

J u J 

o o 


12 . a) Première méthode. En intégrant par parties 


cosx sinx 1 f sinx 

dx = — + i\ —P x ' 
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^ sm x . 

Or la fonction x i— >• — — admet une limite nulle en +oo, et 
/x 


sinxl 1 


De plus l’intégrale 


sm x 
r 3/2 


x 3/2 x 3/2 


dx converge absolument, donc converge. Il en résulte que l’intégrale 


cosx 


x 


dx converge. 


Deuxième méthode. En appliquant directement le critère d’Abel. La fonction x H > 1 jy/x est 
décroissante et tend vers 0 à l’infini, par ailleurs 


cos t dt 


= I sin x' — sinxl < 2 . 


donc l’intégrale converge. 

Pour montrer qu’elle ne converge pas absolument, on peut utiliser l’inégalité 

. 2 1 + cos 2x 

cos x > cos" x = . 


Alors 


Mais 


XX XX 

/" | cos 1 1 ?l + cos2f fl f cos 2 1 

' ■ dt > I — — dt = / — 7 = dt + / — dt . 


Vt 


2 y/t 


2 Vt J 2 Vt 


X 


(i) 


et ceci tend vers +oo lorsque x tend vers +oo. Par contre, en posant u = 2 1, on obtient 

x 2x 

f cos 2 1 , 1 f cos u , 

dt = — - / — — du , 


J 2 yft 2 y/2 J vÆ 

7r 2n 

et cette expression possède une limite finie lorsque x tend vers +oo, donc le membre de droite 
de l’inégalité (1) tend vers +oo et il en résulte que celui de gauche a la même limite. Par suite, 

X 

f | cos t\ 

1 intégrale J — — — dt diverge. 


b) Comme la fonction qui à x associe cos(x 2 ) est continue sur [ — 1, oo [, l’intégrale / cos(x 2 ) dx 


-1 

OO 


converge si et seulement si l’intégrale J cos (x 2 ) dx converge, et de même l’intégrale J |cos(x 2 )| dx 

sPé -1 
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oo 


converge si et seulement si l’intégrale J | cos(x 2 )| dx converge. En faisant le changement de va- 

%/ï 

riable t = x 2 on obtient, 


) OO 

cos(x 2 ) dx = j 


cos t 
2 y/t 


dt . 


et également 


Vf 


OO 

, 2\| 7 f I COStl , 
cosfx )\dx= J -^-j=-dt. 


OO OO 

Il résulte de a) que l’intégrale J cos(x 2 ) dx est semi-convergente, et donc que l’intégrale J cos(x 2 ) dx 

Vît — 1 

est également semi-convergente. 

c) On effectue le changement de variable u = x 4 . L’intégrale devient 

OO OO 

f 2 • / 4\ 7 1 /' sin u 

/ x sm(x ) dx = - / . art . 

y 4 y 

7T ^4 

La situation est identique à celle de l’exercice a). La fonction qui à t dans [ 7T, oo [ associe 1/t 1 / 4 
est décroissante et tend vers 0 à l’infini. Par ailleurs 


X 

! 


sin t dt 


= | cos x — cos x'\ < 2 , 


I sin u 

donc la critère d’Abel permet de conclure que l’intégrale / du converge. 

7T 

Pour montrer qu’elle ne converge pas absolument, on peut utiliser l’inégalité 

1 — cos 2 u 


sin vil > sin 2 u = 


et conclure connue dans a) 


d) On effectue le changement de variable t = sfx. L'intégrale devient 

OO 

J 


OO oo 

r.iWX r O rM> 


e-v f 2e* 

— dx= dt . 

x J t 


On applique alors la même méthode que dans a) aux parties réelle et imaginaire 


2 cos t 
t 


dt et 


2 sin t 
t 


dt . 
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ce qui montre que ces deux intégrales convergent, donc / dx converge. Par contre, puisque 


f dx 

I e ly/ ^ I = 1, et que l'intégrale / — diverge, l'intégrale proposée n’est pas absolument convergente. 

./ x 


13. Raisonnons par l’absurde. S’il existe un nombre réel c tel que /(c) ne soit pas nul, on peut, 
quitte à prendre la fonction — /, supposer que /(c) > 0. Comme / est continue en c, il existe un 
intervalle [a, f3] non réduit à un point, tel que /(x) > 0 sur [a, f3] . Soit alors m le minimum 
de / sur [a, /3]. Ce minimum est atteint en un point de cet intervalle et donc m > 0. Si la 
fonction / est T— périodique, on a, pour tout entier n positif, 

r/3+nT pft 

/ f(x)dx= / f (x) dx > m(f3 — a) > 0. 

J a+nT J a 


Puisque l’intégrale J /M* converge, le critère de Cauchy s’applrque et .1 exrste A > 0 tel que 
0 

A < X < Y implique 


y 


/(x) dx 


x 


< m(f3 — a) . 


Mais comme la suite (a + nT ) tend vers plus l'infini, il existe N tel que n > N implique 
a + nT > X. Dans ce cas 


< m{f3 — a) . 


p/3+nT 

rp+nT 

/ f{x)dx = 

/ / (x) dx 

) a+nT 

J a+nT 


On obtient bien une contradiction. 


14. Raisonnons par l’absurde, et nions le fait que / tende vers 0 à l’infini. Il existe un nombre 
e > 0, tel que pour tout nombre A, il existe xa > A tel que |/(xa)| > £• 

En utilisant la continuité uniforme de /, il existe a > 0 tel que, l’inégalité \x — x'\ < a, implique 

I f(x) - f(x')\ < e/2 . 


En particulier, si 


on a 


xa < t < xa + a , 
\/{ xa ) ~ /(*)l < | , 


et donc 

f(x A ) 

Si f{x A ) > 0, on a f(x A ) > £ et 


-\<f(t)<f{x A ) + e -. 

m>e- £ - = £ -, 
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donc 


XA+a XA+a 

J fit ) dt = J fit) dt>Y ■ 

XA X A 

Si / (x A ) < 0, on a —f(x A ) > s et 

m<fix A )+ £ -< £ --e = - £ -, 

donc 

XA+a x A +a 

J f(t)dt =- J f(t)dt> y- 

XA X A 

Il existe donc un nombre /3 = ae/2 pour lequel, pour tout A. on a trouvé deux nombres x a et 
x A + ol vérifiant les inégalités A < x A < x A + a et 

XA+a 

J f(t)dt >p. 

XA 


Cela signifie que la propriété de Cauchy n’est pas satisfaite, donc que l’intégrale 
verge, d’où une contradiction. 


J fit ) dt di- 

o 
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La démonstration est analogue à — oo. 

b) Si x et x' sont deux réels quelconques tels que x < x' , on a encore 


I f(x) - f(x') | = 


fit) 


dt < 


J \f(t)\dt. 


L’intégrale de droite se majore par 



X 


dt 

1 + t 2 


= arctan x' — arctan x , 


et puisque la fonction arctangente est comprise entre — 7 t/ 2 et +7r/2, on a finalement 

| f{x') — /(x) | < arctan x' — arctanx < tt . 

En faisant tendre x vers — oo et x' vers +oo, on obtient alors, par passage à la limite dans les 
inégalités 

\L — t\ < 7T . 


16. a) Comme / décroit, on peut minorer f(t) par /( 2x), lorsque t appartient à l’intervalle 
[x, 2x ] . Alors 

2x 2x 


f{t)dt > 


/( 2x) dt = xf(2x) . 


X 


X 


Si x > a/2, on a donc, 


0 < xf(x) <2 f{t) dt . 

x/2 


Comme l’intégrale converge, il existe, d’après le critère de Cauchy, un nombre A, tel que les 
inégalités A < u < v impliquent 

V 

J f(t)dt 

U 



Alors si x > 2 A, on a A < x/2 < x, et 


X 

0 < x/(x) < 2 J f(t) dt < e . 


x/2 


On en déduit que x/(x) tend vers 0 à l’infini, 
b) La fonction / définie sur [2, oo [ par 

/(*) = 


1 

x ln x ’ 
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et telle que xf(x) tende vers 0 à l’infini. On vérifie facilement qu’elle est décroissante. Par contre 
l’intégrale de / diverge, puisque 


dx 

xlnx 


= ln ln x — ln ln 2 


a pour limite +oo quand x tend vers +oo. 


17. Soit les suites (a n )n>i et (b n ) n > 1 définies par 

1 


a„ = n — 


n 2 2 r 


et b n = n + 


n 2 2 r 


Remarquons tout d’abord que si n > 1, on a 


d’où l’on déduit que 


2 

— 2 + 


( n + 1 ) 


2 — 


< 3 < 4 < 2 


, 71+1 


+ 


n 2 2" (n + l) 2 2 n+1 


< 1 , 


et enfin que 

1 1 
n H — — < n + 1 — — --r . 

n 2 2 n (n + l) 2 2 n+1 

Alors les suites (a n ) n > i et (6 n )n>i vérifient les inégalités 

a n < n < b n < a n+ i < n + 1 < 6 n+i . 

Les deux suites sont croissantes et tendant vers +oo. 

On peut définir une fonction g sur [0, oo [ continue et positive de la manière suivante : 
pour tout entier n > 1, on pose 


9 {n ) = n 2 , g[a n ) = g(b n ) = 0 , 

et g est linéaire affine sur les intervalles [a n , n] et [n, b n ] et est nulle partout ailleurs. 
Voici par exemple le graphe de g sur [0, 5/2] . 
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oo 


f(n) = n et / n’est pas bornée. Enfin l’intégrale J xf(x)dx converge, puisque 

o 

oo oo 

J x/(x ) dx = j g{x) dx = 1 . 

0 0 


18. a) Pour x > 0 et n > 1, posons 


/n(æ) = 


arctan(nx) 
n( 1 + x 2 ) 


Tout d’abord 


0 < /n(®) < 7 : 1 1 o = 0(æ) • 


2 1 + x 2 

OO 

Comme l’intégrale f g(x) dx converge, il résulte du théorème de comparaison que toutes les 


intégrales J f n {x)dx convergent. Par ailleurs 
o 


0 < fn(x ) < 


TT 

2 n ' 


et donc la suite (/„) converge uniformément, donc uniformément localement, vers la fonction 
nulle. Alors le théorème de convergence dominée montre que la suite (a n ) converge vers 


0 dx = 0 . 


b) Pour x € [0, 1] et n > 0, posons 


fn(x) = 


l+x n 

Tout d’abord 

0 < fn (x) < 1 = g(x) . 

La fonction g et les fonctions f n sont Riemann-intégrables sur [0, 1] . Par ailleurs la suite f n 
converge simplement sur [0, 1 [ vers la fonction / = 1. Sur [0, a \ , avec a € ] 0, 1 [, on a 


I fn(x) ~ /(x) | = 


1 + X r 


< ot n , 


et il en résulte que la suite (f n ) converge uniformément vers / sur [0, a] . La suite (/„) converge 
donc uniformément localement vers / sur [0, 1 [ . Alors le théorème de convergence dominée 
montre que la suite (a n ) converge vers 


1 dx = 1 . 
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c) Pour x € ] 1, oo [ et n > 0, posons 


fn(x ) = 


Tout d’abord, si n > 2, 


1 + x n 

0 < f n (x) < f 2 (x) = g{x) . 

OO 

Comme J S ( X ) d X converge, il résulte du théorème de comparaison que toutes les intégrales 
1 

OO 

J f n (x ) dx convergent si n > 2. Par ailleurs la suite f n converge simplement sur [ 1, oo [ vers la 
o 

fonction / = 0. Sur [a, oo] , avec a > 0, on a 


0 < f n (x) < 


1 


1 + a n ’ 


et il en résulte que la suite (/ n ) converge uniformément vers 0 sur [ a, oo [ . La suite (/„,) converge 
donc uniformément localement vers / sur ] 1, oo [ . Alors le théorème de convergence dominée 
montre que la suite (a n ) converge vers 


i 


0 dx = 0 . 


d) Pour x > 0 et n > 1, posons 


Tout d’abord 


fn(x) = 


arctan x 
1 + x 2 


0 < f n (x) < 5 - 1 9 = g(x) . 


2 1 + x 2 

OO 

Comme l’intégrale f g(x) dx converge, il résulte du théorème de comparaison que toutes les 


intégrales J f n (x)dx convergent. Par ailleurs, f n tend simplement vers la fonction / qui à x 
0 

arctan . t 

associe — — - — — . Soit x dans 1 intervalle [0, a] , où a > 0. ün a 


1 + x 1 


\fn(x) ~ f(x) | < 


arctan ( 1 H — ) x — arctan x 
n 


En appliquant l’égalité des accroissements finis, il existe c dans [ 0, a ] tel que 

1 


( 1\ 


/ 1\ 

arctan 1 H — x — arctan x 

= 

1 H — x — x 

V n J 


V n J 


x 


1 + c 2 n( 1 + c 2 ) n 


a 

2\ - r > 
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et la suite (f n ) converge uniformément sur [0, a] donc uniformément localement sur [0, oo[, 
vers la fonction /. Alors le théorème de convergence dominée montre que la suite (a n ) converge 


vers 


OO 

f arctanx 

'1 . o" 

/ 1 , 2 dx= 
J 1 + x A 

- (arctan x) 


0 


19. a) On a 

f(x) = g(x)(l + g(x)) . 

Comme g(x) tend vers 0 à l'infini (produit d’une fonction bornée, par une fonction tendant vers 
0), on en déduit que / ~ g au voisinage de l’infini. 

OO 

b) Comme dans l’exercice 12 . l’intégrale j a(x )i x est semi-convergente, alors que l'intégrale 

a 

OO OO 

J ( /(x ) — g(x)) dx n’est, pas convergente. Il en résulte que J /(x) dx n’est pas convergente. 

a a 

20. a) On a, au voisinage de —1, 

f(x) ~ ~ ln|x + 1| , 

et puisque ln | u | admet comme primitive u ln | u \ — u, on voit facilement que les intégrales 

o -i 


-1 


ln 1 1 + x\ dx et J ln 1 1 + x\ dx , 
- 2 


sont convergentes. 

b) Au voisinage de l’infini, on a, 


/(*) = 


ln Ixl x 


x x 2 + 1 


1 + 


V 


ln 

1 

1 + - 

\ 

ln |x| 


X 


: 

ln |x| 


x 



) 



et l’intégrale de ln|x|/x est divergente car 1a, fonction a pour primitive (ln|x|) 2 /2. Les deux in- 

oo 0 

tégrales J /(x) dx et J /(x) dx sont donc divergentes. 

0 — oo 

c) On a 

f{x) + f{-x) = 


x 

ln 

x + 1 

x 2 + 1 

x — 1 

X 

ln 

1 + - 

X 

X 2 + 1 

1 

1 - - 

X 




x 2 + 1 


( 

1 


1 

f ln 

1 H — 

— ln 

1- - 

V 

x 


x 
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Posons u = 1/x. En effectuant un développement limité au voisinage de 0 on obtient 


lnll+’ul — ln 1 1 — u 


ln(l + u) — ln(l — u) = 2 u + o (u) ~ 2 u = 


donc, à +oo, 

fi x ) + f(~ x ) ~ \ , 

oo 

et l’intégrale J (f(x) + f(—x))dx converge absolument. Cela signifie en particulier que 

o 


A 

g(A) = J (f(x) + f(-x )) dx , 

o 

possède une limite lorsque A tend vers +oo. Mais, 


f{—x) dx = /( x) dx . 


—A 


et donc 


d’ où le résultat. 


A 

g(A) = J f (x) dx , 

—A 
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